Unidad Il

Limites y continuidad
3.1 Limite de una sucesion.

Una sucesion tiene limite, si sus términos van tomando valores cada vez mas
préximos a una cierta cantidad que llamamos limite de la sucesion.

Una caracteristica de esta cantidad es, que los términos de la sucesién nunca
llegan a alcanzarla, a pesar de que pueden acercarse a ella tanto como queramos.

Expresado de una forma mas precisa decimos que una sucesién an tiene limite j si

la distancia de a a j se hace mas pequefia que un valor que nosotros escojamos: e
desde un término de la sucesion en adelante: lim an = j

3.2 Limite de una funcién de variable real.

Se llama funcion real de variable real a toda funcion definida de un
subconjunto D de los nimeros reales, en el conjunto R de los numeros reales, tal
gue a cada elemento x de D le corresponde uno y solo un elemento y de R:

f.0——=R

x——ffx) =y
Para que una funcion quede correctamente definida es necesario determinar:
- El conjunto inicial o dominio de la funcion.

- El conjunto final o imagen de la funcién.

- La regla por la cual se asigna a cada elemento del conjunto origen un solo
elemento del conjunto imagen.



3.3 Calculo de limites.
A) INDETERMINACION

Co — 0

En la mayoria de los casos basta con efectuar las operaciones indicadas.
o [X +1 % )
xalhz—1 x°—1

En otros casos, sobre todo en aquellos en que aparecen radicales, basta con
multiplicar y dividir por la expresion radical conjugada.

x]j_IHnm[X—'\l‘XE + 1)

B) INDETERMINACION
0. co

En la mayoria de los casos basta con efectuar las operaciones indicadas.

]Ji'ﬂ[ w2 X+1J
kg —1  x°

C) INDETERMINACION 0/0
Cuando solo aparecen funciones racionales, basta con descomponer
factorialmente el numerador y el denominador.

x' —1

x-3l X2 —1

En aquellos casos en que aparecen funciones irracionales (radicales), basta con
multiplicar y dividir por la expresion radical conjugada.

H

(e ——
301 —afl—x
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D) INDETERMINACION
o
o

En la mayoria de los casos basta con dividir el numerador y denominador por la
mayor potencia de x del denominador.

, 4z* +x—1

wsio % 41
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E) INDETERMINACIONES

1]
m

Dl:l
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Para determinar estos limites tendremos en cuenta que:

ez
£y 80 _ Lot P) e Laeen)

de donde resulta que:

]}J;I__I}la £ (Kjg(x) _ Ex]jx_l}lag{x}-Ln[f{X}]

pudiendo aparecer otras indeterminaciones, que resolveremos por los métodos
anteriores o por métodos que aprenderemos en temas posteriores.

En el caso de la indeterminacion 17infinitopodemos aplicar con mayor facilidad la
siguiente igualdad:

lim f(X}E-{X]' _ e}]ﬂlng(x) (f =) —1)

H—Fd

Aplicar la igualdad anterior a la resolucion del siguiente limite:
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3.4 Propiedades de los limites.

limk =k

X3

im[f(x)£g(x)]=lim#(x)*limg(x)

IMLF ) gGOT=limF()+lim g(x)

X—ra

. [f(x)] _Nim#(x) .
i 503 imaG ¥ imecowo
lim[F(x ] =lim [f(x )} si f(x)>0

limg[f(x)]=glimf(x)

g puede ser unaraiz, un log, sen ,cos, tg, etc.

Si n es impar

lim #f =aflimf
xlﬂ“‘{(x) \"xIE»13 () Sines par f(x)=0

lim[log, f(x)]=log, [Ixi_r}r;f(x)] Sia>0y f(x)>0

Limites de sucesiones
1 El limite si existe es Unico.

2 Si una sucesion a, tiene limite, todas las subsucesiones tienen el
mismo limite que a.

3 Todas las sucesiones convergentes estan acotadas.

4 Hay sucesiones acotadas que no son convergentes.
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2 - % 5i N oes impar
2

Sionoes par
5 Todas las sucesiones mondétonas y acotadas son convergentes.

6 Hay sucesiones convergentes que no son monétonas.

Sl noes impar
E’h =

1
n
l si N oes par
N

lim (a, + by) =lim (a,) + lim (by)
lim (a, — by) = lim (an) — lim (by)
lim (an - by) =lim (a,) - lim (by)

lim (a, : by) =lim (an) : lim (by)

lim . fa, = Jima,
limk- a, =k- lim a,
lim a, = (lim a,)*

lim logaan = loga lim a,

3.5 Limites laterales.

Se dice que la funcion y = f(x) tiene por limite | cuando x tiende hacia a, y se
representa por

(Es decir, gue si fijamos un entorno de | de radio, podemos encontrar un entorno
de a de radio , que depende de , de modo que para cualquier valor de x que esté
en el entorno E(a, ) exceptuando el propio a, se tiene que su imagen f(a) esta en el
entorno E(l,).)



Limite infinito: (A partir de ahora usaremos la notacién matematica para hacer mas
corta la definicién). .

Limite por laizquierda: ----- >

Limite por la derecha:<-----

3.6 Limites infinitos y limites al infinito.

El limite de una funcion f cuando x tiende aun numero a, no existira siempre que
los valores de F(x) crece o decrece.

Esto es, si F(x) puede hacerse arbitrariamente grande al tomar el valor de x
suficientemente cercano para diferente del numero a, tanto como pir la derecha
como por la izquierda de a, entonces.

limF (x)=v0 limF(x)= -
X-->a X -->a

3.7 Asintotas.

Las asintotas son rectas a las cuales la funcién se va aproximando
indefinidamente, cuando por lo menos una de las variables (x 0 y) tienden al
infinito.

Una definicion mas formal es:

DEFINICION

Si un punto (x,y) se desplaza continuamente por una funcién y=f(x) de tal forma
que, por lo menos, una de sus coordenadas tienda al infinito, mientras que la
distancia entre ese punto y una recta determinada tiende a cero, esta recta recibe

el nombre de asintota de la funcion.

Las asintotas se clasifican en:

‘ Verticales |
?Asintota Horizontal es

i Oblicuas |
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y= f(x) tiene una asintota vertical en x=a si

limf(x)=tm

I3
o alguno (o ambos) de los limites laterales vale
teo
. Es decir, puede haber asintota vertical por la derecha, por la izquierda o por
ambos lados. La posicion de la curva respecto a la asintota dependera del signo
de los limites laterales. Como ejemplo, determinar la asintota vertical y su posicion
con respecto a la grafica de la funcién

2 +x+1

2 x— 2

y = f(x) tiene una asintota horizontal en y=b si

bm f(z)=b
. La asintota puede aparecer cuando

X —» 400, x ——00 o en amb o 5 cAsos.

La posicion de la grafica de la funcion respecto a la asintota vertical se determina
estudiando si el signo de f(x) - b es positivo 0 negativo cuando
X —»twm
. Como ejemplo, determinar la asintota horizontal y su posicion con respecto a la
grafica de la funcion

xg + =

2 +1

Y:

Asintotas oblicuas.
Dada la funcién y = f(x), si se verifica que

lim f{x)=doo
r—3tm

t
lim I(X}:miﬂ
ratm I

lirn (f(z) —mz)=h

r—3im
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entonces se dice que y = mx + h es una asintota oblicua de dicha funcion para
x —»twm

. La asintota puede aparecer cuando

X —>400, ¥ —»—00 o en amb o 5 CASOS.

Para estudiar la posicion de la gréfica de la funcion con respecto a la asintota
basta estudiar el signo de f(x)-(mx + h). Como ejemplo, determinar la asintota
oblicua y su posicion con respecto a la grafica de la funcién

3 +2x7 +5

S % +1

3.8 Funciones continuas y discontinuas en un punto y en un intervalo.

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en x=a, se tiene entonces que:

1. f(x) + g(x)es continua en x=a.

2. f(x) * g(x) es continua en x=a.

3. f(x)/g(x)es continua en x=a si g(a) diferente O .

4. f(x)"g(x)es continua en x=a suponiendo que f(a)>0 (para que tenga sentido
la potencia).

Si f(x) es continua en x=a y g(x) es continua en y=f(a) ---> (g ° f)(x) es continua en
X=a.

Demostracion:

consideremos Xx------ >f(X) =y ---m-mm-e-- >g(y) siendo X------ >g(y).

por se g continua en F(a) ---> dado E>0 si [y - f(a)] < s entonces [g(y) -g(f(a))] < E.
Discontinuidades.

Se dice que una funcion y = f(x) es discontinua en x = a si no es continua en

dicho valor de x, es decir, no cumple alguna de las tres condiciones de
continuidad.
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3.9 Tipos de discontinuidades.

A) Evitable: Cuando existe el lim F(x) pero no coincide con el valor de f(a) por
una de estas dos razones, son distintos los valores o no existe f(a).

B) De salto: Cuando existe el limite por la derecha y por la izquierda (siendo
ambos finitos) pero no coinciden.

C) Asintética: Cuando alguno de los limites laterales (o ambos) no es finito. Puede
ser asintética por la derecha, por la izquierda o por ambos lados.

D) Esencial: Cuando no existe alguno de los limites laterales (o ambos). Puede
serlo por la derecha, por la izquierda o por ambos lados.

Siy = f(x) tiene una discontinuidad evitable en x = a, llamaremos verdadero valor
de la funcion en x=a al lim f(x). Dicho valor es el que convierte a la funcién en
continua.



